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8.1 化 圆 为 六 


尺 规 作 图 是 指 仅仅 利用 再 有 限 次 数 内 无 刻 尺 和 圆规 进行 作 图 。 在 数学 学 习 中 , 尺 规 作 图 是 十 分 重要 的 一 点 ， 
本 文 简单 分 析 了 尺 规 作 图 作 多 边 形 和 一 些 其 他 问题 。 


1 尺 规 作 图 和 运算 


通过 尺 规 作 图 ， 我 们 可 以 对 线段 进行 简单 的 运算 ， 如 下 : 


1.1 加 减法 


我 们 用 圆规 在 一 条 直线 上 截取 4B、CD 的 长 度 ， 首 尾 相 接 ， 便 是 两 条 线段 长 度 之 和 。 而 减法 和 加 法 
类 似 ， 不 过 多 阐述 。 


1.2 7 等 分 线段 
利用 相似 ， 我 们 可 以 将 线段 ” 等 分 。 


如 图 ， 我 们 要 3 等 分 线段 O4， 假 设 单位 长 度 是 线段 OC 的 长 度 〈 可 以 任意 取 )， 所 以 将 OC 延长 
到 OB， 使 30C = OB， 连 接 B4， 过 C 作 CP//B4， 交 OO4 于 点 了 尸 即 是 O4 的 三 等 分 点 。 


: OP 0OC 
证 明 ”因为 CP//B4， 所 以 AOPC ~ AO4PB， 有 


1.3 ”两 条 线段 长 度 相 乘 
这 种 情况 就 一 定 需要 单位 长 度 了 。 如 下 图 : 


0 已 C 


其 中 OP 就 是 单位 长 度 。 作 任意 一 个 角 ZL4OC， 在 O4 上 截取 单位 长 度 OP 和 线段 P4 = a，OC 
上 截取 线段 OBE = 岂 连接 PB, 过 4 作 4C//PB 交 0 于 Co。 线段 BC 即 为 OB 和 P4 的 长 度 之 乘 
积 cb。 证 明 如 下 : 
证 明 ”因为 4C//PB， 所 以 容易 得 到 二 一 全 
OPBPxP4。 

若 要 求 两 线段 相 除 ， 便 将 这 个 过 程 倒 过 来 ， 先 确定 BC，OB 再 做 平行 即 可 。 


=- ， 又 因为 OP 是 单位 长 度 1, 所 以 BC = 52 x P4- 


1.4 开平 方 
利用 射影 定理 ， 我 们 可 以 做 出 线段 长 度 的 算术 平方 根 


如 图 ，4 是 单位 长 度 ，BC 是 需要 求 平方 根 的 线段 。 取 4C 中 点 O， 以 O 为 圆心 ，OC 为 半径 作 
OO,， 过 已 作 PB1L4C 交 @Oo 于 PP，PB 即 为 所 求 作 线段 。 
证 明 ”连接 4P、PC、PO。 

根据 同 弧 所 对 的 圆周 角 等 于 其 所 对 的 圆心 角 的 一 半 ，Z~4PC = 5240C = 90"。 又 因为 PBJ1L4C 于 


B, 所 以 ZLP4PB=LPB, L4PB=PCPB, 所 以 AP4B~ACPB。 因 此 可 以 得 到 ， 人 即 


PC 
4BxCB=PB 因 为 48B8=1 所 以 PB=VCP。 


2 作 正 多 边 形 


实际 上 ， 我 们 要 做 一 个 正 ” 边 形 ， 就 是 要 将 360" 的 圆心 角 等 分 成 ” 份 ， 因 此 我 们 只 需要 尺 规 构造 


亿 


SiLO tan0 


AN coSO 双 已 工 已 


更 进一步 ， 若 要 做 出 一 个 角 9， 实际 上 就 是 做 出 sn bg、cos0 和 tang 中 的 任意 一 个 。 
根据 高 斯 的 发 现 册 ， 我 们 知道 一 个 正 ” 边 形 可 尺 规 作 图 ， 当 且 仅 当 ”是 这 种 形式 的 : 


风 .一 2.D1 .Do Da3 Di 
其 中 Q> 过 0 且 D1)D2 3 1 5 0 十 
也 就 是 说 ， 只 有 满足 上 面条 件 的 mm，sin 一 一 、cos 一 一 、tan 才 可 用 尺 规 作 出 。 


2.1 作 正 五 边 形 
我 们 知道 5 = 22 上 + 1， 是 费 马 素数 ， 所 以 是 可 作 的 。 


4 已 


如 图 ， 这 是 一 个 黄金 三 角形 ， 它 是 一 个 等 腰 三 角形 ， 顶 角 为 36*， 两 个 底 角 为 72?"。 

我 们 都 知道 ， 黄 金三角 形 的 底 边 与 腰 之 比 为 

我 们 过 4 作 4 万 LCP， 不 妨 令 4B =V5-1 则 4C=CB=2。 设 C 厅 =z 则 万 B=2 一 xzo 
根据 色 股 定理 可 以 得 到 4C2 - CH2 = 4B2 - 卫 末 2 = 4 万 2?。 所 以 得 到 : 


因为 Z4CB = 36。， 所 以 cos 36。 了 本 
有 了 这 个 前 置 的 结论 ， 我 们 就 可 以 绘制 正 五 边 形 了 。 如 图 : 


首先 做 一 个 圆 @O, 做 出 圆 的 两 条 互相 垂直 的 直径 4B 和 CD。 然后 作 OB 的 垂直 平分 线 ， 取 得 OB 
中 点 吾 。 以 五 为 圆心 ，C 玉 为 半径 画 弧 ， 交 4 于 点 F。 再 以 妃 为 圆心 ，BR 为 半径 画 弧 ， 交 @O 于 
已 和 有 两 点 , 已 和 有 即 为 正 五 边 形 的 两 个 顶点 ， 而 4 户 或 4 肠 便 是 正 五 边 形 的 边 长 ， 用 圆规 再 OO 
上 不 断 取 边 长 ， 连 接 ， 便 作出 了 正 五 边 形 。 


为 什么 这 样 是 正确 的 呢 ? 
证 明 ”连接 CBE、OP 和 B 己 。 

我 们 不 妨 令 oO 半径 为 2， 所 以 4B = CD =4， 0 已 = 有 B = 1。 根 据 色 股 定理 ， 可 以 得 到 CR 长 
为 VCO2 十 0O 瑟 = V5， 所 以 严 尼 长 度 也 为 V5，PB 记 = FB 长 度 为 V5+ 1。 根 据 同 弧 所 对 的 圆周 角 等 


于 其 所 对 的 圆心 朋 的 一 半 ，L4 局 妃 = 二 44OB = 90"。 所 以 cosZ4B 记 = 号 2 -> 二 1。 根据 前 面 扒 


导 的 cos36? -2 二 上， 我 们 得 到 44B 甩 -36*， 所 以 4OR -72"， 成 功 将 360" 五 等 分 


3 ”其 他 问题 
我 们 知道 尺 规 仅 能 作出 加 减 乘除 和 开 方 的 运算 ， 于 是 便 可 以 解决 一 些 其 他 的 问题 了 。 


3.1 化 圆 为 方 

已 知 一 个 面积 为 8 的 圆 ， 求 作 一 个 正方 形 ， 使 其 面积 也 为 5。 

设 圆 半径 为 r>， 正 方形 边 长 为 c， 则 可 得 到 rr2? = a2， 两 边 同 时 开 方 得 到 VFr = a。 因 为 r 是 超越 
数 车 ， 所 以 v 元 无 法 用 尺 规 作 出 ， 故 化 圆 为 方 问题 无 解 。 


3.2 三 等 分 角 
假如 我 们 要 做 出 角 a 的 三 等 分 角 ， 相 当 于 要 做 出 cos 二 。 
根据 我 们 前 面 高 斯 的 定理 ， 我 们 知道 这 样 的 三 角 函 数 订 是 一 定 可 以 做 出 的 ， 因 此 这 个 命题 是 错 的 。 
但 同样 也 有 一 些 角 可 以 尺 规 三 等 分 ， 如 90。 角 ，180* 角 。 
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